
Ellipsenbasierte 3-D RekonstruktionGudrun Socher Torsten Merz Stefan PoschTechnische Fakult�at, AG Angewandte InformatikUniversit�at Bielefeld, Postfach 100131, 33501 Bielefeldemail: gudrun@techfak.uni-bielefeld.deZusammenfassung In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur Sch�atzungder dreidimensionalen Lage von Kreis
�achen vorgestellt. Die Ausnut-zung projektiver Invarianten erm�oglicht eine eindeutige L�osung f�ur eineauf einem Stereobild abgebildete Kreis
�ache bei bekannten Kamerapa-rametern und bekanntem Radius. Aus zwei projizierten Kreis
�achen mitbekanntem Radius kann neben der eindeutigen Lage auch die relativeLage der Kameras gesch�atzt werden, wenn die Kreis
�achen komplanarsind oder ihre relative r�aumliche Lage bekannt ist.Schl�usselw�orter: Modellbasierte 3-D Rekonstruktion, Kamerakalibrierung,projektive Invarianten, Kreise und Ellipsen.1 EinleitungDiese Arbeit beschreibt ein Verfahren zur Rekonstruktion der dreidimensionalenLage von Kreis
�achen mit bekanntem Radius aus Stereobildern. Bei gegebenenBildweiten und bekannter Lage einer Stereokamera ist die L�osung f�ur eine pro-jizierte Kreis
�ache eindeutig. Aus zwei projizierten Kreis
�achen mit bekanntemRadius k�onnen neben der eindeutigen Lage auch die externen Kameraparameter{ die relative Lage der Stereokamera { gesch�atzt werden, wenn die Kreis
�achenkomplanar sind oder wenn ihre relative r�aumliche Lage bekannt ist.Viele der vorgeschlagenen Rekonstruktionsverfahren sch�atzen die dreidimen-sionale Lage polyedrischer K�orper. Auf der Basis von Punkt- oder Linienseg-mentkorrespondenzen zwischen verschiedenen Bildern (z. B. Stereobildern vgl.[Posch 90]) oder zwischen Bild- und Modellpunkt bzw. Bild- und Modellkante(wie [Lowe 91, Goldberg 93]) wird punktweise die Tiefe oder Objektlage be-stimmt. F�ur runde Objekte oder kreisf�ormige Merkmale ist ein derartiges Ver-fahren nicht direkt �ubertragbar. Aufgrund von Ungenauigkeiten in der Detektionder Bildellipsen { eine Bildellipse ist die Projektion einer Kreis
�ache { sowie derSch�atzung der Kameraparameter ergibt die R�uckprojektion korrespondierenderBildellipsen einen Kegelschnitt, der im allgemeinen kein Kreis ist, selbst wenndie Bildellipsen die Projektion einer Kreis
�ache sind.[Dhome et al. 90] stellen ein lineares Verfahren zur Rekonstruktion von Kreis-
�achen mit bekanntem Radius vor. Eine Bildellipse ist der Schnitt des Kegels,



der durch die Kreis
�ache im Raum und das optische Zentrum der Kamera be-stimmt ist, mit der Bildebene. Bei gegebenen Kameraparametern { der Lageder Kamera im Raum, der Bildweite sowie dem Hauptpunkt und den Skalie-rungsfaktoren { l�a�t sich aus der Bildellipse der durch Kreis
�ache und optischesZentrum gebildete Kegel bestimmen. In diesem Kegel gibt es vier m�ogliche La-gen einer Kreis
�ache mit dem bekannten Radius des Urbilds der Bildellipse. Jezwei Lagen sind symmetrisch. Zus�atzliche Information erm�oglicht die eindeutige3-D Rekonstruktion der Kreis
�ache. Die Lage des Kreismittelpunktes ist eineder verwendeten Einschr�ankungen. Jedoch wird der Kreismittelpunkt bei zurBildebene nicht frontoparallelen Kreis
�achen perspektivisch nicht auf den Ellip-senmittelpunkt abgebildet. [Safaee-Rad et al. 92] und [Ma 93] schlagen ebenfallseinen linearen Ansatz basierend auf der Bestimmung des Kegels, der durch dieKreis
�ache bestimmt ist, vor. [Ma 93] verwendet zur eindeutigen Lagesch�atzungden Schnitt der Kegel aus einem Stereobild.All diese Verfahren haben den Nachteil, da� zum einen das Einbringen einer Zu-satzbedingung oft nicht so einfach realisierbar ist und zum anderen, da� sie sichvon modellbasierten Rekonstruktionsverfahren (z. B. [Lowe 91, Goldberg 93]) inder Vorgehensweise derart unterscheiden, da� eine einfache Verbindung mit die-sen Verfahren nicht m�oglich ist. F�ur Objekte, die sowohl polyedrische wie auchkreisf�ormige Merkmale aufweisen, ist eine Sch�atzung der Lage so nicht in einemSchritt m�oglich.[Gengenbach 94] schl�agt ein modellbasiertes Verfahren vor, das jedoch nur f�urorthographische Projektionen gilt, da von der Annahme ausgegangen wird, da�der Kreismittelpunkt auf den Ellipsenmittelpunkt abgebildet wird.Das vorgestellte Verfahren pa�t iterativ die Lage einer Modellkreis
�ache an diekorrespondierende Bildellipse an. Die Projektion der Modellkreis
�ache ist durchdie Anwendung des Theorems von Chasles (siehe [Semple & Kneebone 52]),einer projektiven Invariante, sehr einfach und f�ur perspektivische Projektiong�ultig. Dem Verfahren liegt das Lochkameramodell zugrunde.2 Projektion von KreisenKreise sind ebene Figuren, deren perspektivische Projektion als eine Kollineationin der projektiven Ebene IP2 aufgefa�t werden kann. Eine Kollineation ist eineprojektive, geradentreue und invertierbare Transformation K : IPn ! IPn, f�urdie das Doppelverh�altnis invariant ist (siehe [Semple & Kneebone 52]).Gegeben seien vier Punkte A;B;C und D einer projektiven Ebene, von denenkeine drei Punkte kollinear sind, und ein B�undel von vier Geraden durch diesePunkte mit dem gemeinsamen Geradenschnittpunkt P . Das Doppelverh�altnis kdieses Geradenb�undels istk = [PA;PB;PC;PD] = A0C0A0D0 � B0D0B0C0 ; (1)



wobei A0; B0; C 0; D0 die Schnittpunkte des Geradenb�undels mit einer nicht durchP verlaufenden Gerade sind. P
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D’Abb.1.: Doppelverh�altnis eines Geradenb�undels auf einem KegelschnittBei gegebenem Doppelverh�altnis k liegen alle m�oglichen Schnittpunkte P des ge-meinsamen B�undels durch die Punkte A;B;C und D auf einem Kegelschnitt, aufdem A;B;C und D liegen (Theorem von Chasles, siehe [Semple & Kneebone 52,Mohr 93] und Abb. 1). Ein Kegelschnitt ist also eindeutig durch vier Punkte undein Doppelverh�altnis bestimmt. Die quadratische Form f�ur Kegelschnitte lautetax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0: (2)Die Koe�zienten werden aus A;B;C;D und dem Doppelverh�altnis k alskLABLCD + (1� k)LACLBD = 0 (3)mit LIJ = (xI � x) (yI � yJ )� (yI � y) (xI � xJ ); I; J 2 fA;B;C;Dg bestimmt(vgl. [Mohr 93]). F�ur die vier Punkte (r; 0); (0; r); (�r; 0) und (0;�r) einer Kreis-
�ache mit Radius r ergibt sich aus Gleichung (3): �kr2x2 + (2kr2 � 4r2)xy �kr2y2+kr4 = 0: In einer Kreisgleichung fallen die gemischtquadratischen Termeweg und f�ur k folgt: 2kr2 � 4r2 = 0 ) k = 2: Die Projektion einer Kreis
�achel�a�t sich nun einfach durch die perspektivische Projektion von vier Punkten aufdem Kreisrand und ihr Doppelverh�altnis bestimmen. Einsetzen in Gl. (3) liefertdie quadratische Form der projizierten Kreis
�ache.Die Darstellung einer Ellipse e als Mittelpunkt1 m, Radien l1 und l2, und Ori-entierung � ist anschaulicher als die Darstellung der quadratischen Form underm�oglicht den komponentenweisen Vergleich mit den Parametern einer detek-tierten Bildellipse. Aus der quadratischen Form (Gl. (2)) sindm = 1� ����� b cd e ���� ;� ����a bd e �����T und � = 12 arctan � 2ba� c� mit � = ����a bb c ���� (4)bestimmt. Sind �1 und �2 die reellen Nullstellen der quadratischen Gleichung�2 � (a + c) � � + � = 0, dann berechnen sich die Radien der Ellipse zul1 =r��� �� � �1 ��� und l2 =r��� �� � �2 ��� mit � = �����a b db c ed e f ����� : (5)1 Vektoren werden fett gedruckt notiert.



3 Modellbasierte 3-D RekonstruktionDas Ziel der modellbasierten 3-D Rekonstruktion ist die Sch�atzung von Parame-tern, so da� projizierte Modellmerkmale in der gesch�atzten parametrierten Lagem�oglichst gut auf detektierte Bildmerkmale passen. Dies erfolgt durch Minimie-rung einer nicht linearen multivariaten KostenfunktionK(a) = (eb � Pbo(a;ko))T ���1 � (eb � Pbo(a;ko)) ; (6)die die Abweichung der projizierten Modellkreis
�ache ko von der detektiertenBildellipse eb mi�t. Die Bildellipse eb ist durch die f�unf Parameter m; l1; l2 und� beschrieben. Die Darstellung der Modellkreis
�ache ko gibt den Radius so-wie die Lage des Mittelpunktes und der Kreisnormalen in Modellkoordinatenan. Die Funktion Pbo(a;ko) beschreibt die Projektion der Modellkreis
�ache inAbh�angigkeit der Kreislageparameter a und die anschlie�ende Berechnung derEllipsenparameter. � ist eine Kovarianzmatrix, die hier als ein Ma� f�ur die Feh-lertoleranz f�ur die zul�assigen Abweichungen zwischen projizierten Modellmerk-malen und detektierten, zugeordneten Bildmerkmalen angesehen wird.Die iterative Minimierung der Kostenfunktion erfolgt mit dem Levenberg-Marquardt-Verfahren (siehe [Press et al. 88]). Dieses Verfahren ist eine Kom-bination aus Gradientenabstiegsverfahren und Gau�-Newton-Verfahren. F�ur dieMinimierung ist die Bestimmung der Jacobi-Matrix @Pbo(a;ko)@a erforderlich, dieunter Anwendung der verallgemeinerten Kettenregel auf die Konkatenation vonProjektion und anschlie�ender Bestimmung der Ellipsenparameter berechnetwird. Die Jacobi-Matrix wurde mit Hilfe von MAPLE2 erstellt.Die Anpassung der Lage einer Modellkreis
�ache an eine Bildellipse liefert f�unfeinschr�ankende Terme. Die Lage einer Kreis
�ache ist aufgrund der Rotations-symmetrie eindeutig durch f�unf Parameter { zwei Rotationswinkel und dreiTranslationsparameter { beschrieben. Jedoch gibt es vier Kreis
�achen mit glei-chem Radius, deren Projektion in dieselbe Bildellipse resultiert (zum Beweissiehe [Ma 93] und [Dhome et al. 90, Safaee-Rad et al. 92]). Die Lage von je zweidieser Kreis
�achen ist bis auf das Vorzeichen der Kreisnormalen identisch, wasaufgrund der Sichtbarkeit der projizierten Kreis
�ache bestimmt werden kann.Aus einem Stereobild ist die Lage einer Kreis
�ache bei bekannten Kamerapa-rametern eindeutig rekonstruierbar. Die Projektion ~ebl der Modellkreis
�achein Modellkoordinaten o in die erste Bildebene bl geschieht durch homogeneTransformationen3 und die Funktionen Cb { diese bestimmt m; l1; l2; � aus derquadratischen Form{ und Ck { diese extrahiert aus der vektoriellen Kreis
�achen-darstellung die vier zu projizierenden Punkte {~ebl = Pblo(a;ko) = Cb(Tblkl � Tklo �Ck(ko)):2 MAPLE V Release 3 c
 by Waterloo Maple Software and the University of Waterloo3 Eine homogene Transformation eines rechtsdrehenden Koordinatensystems j in einrechtsdrehendes Koordinatensystem i wird hier als Tij beschrieben.



F�ur die Projektion ~ebr in die zweite Bildebene br wird die bekannte relative Lageder Kameras Tkrkl ausgenutzt:~ebr = Pbro(a;ko) = Cb(Tbrkr � Tkrkl � Tklo �Ck(ko)):Eine zweite Bildellipse derselben Modellkreis
�ache liefert f�unf zus�atzliche Ter-me in der Kostenfunktion, was eine eindeutige Sch�atzung der dreidimensionalenLage der Kreis
�ache erm�oglicht. Die Kostenfunktion lautet dannK(a) = Xj2fl;rg �ebj �Pbjo(a;ko)�T ���1 � �ebj �Pbjo(a;ko)� : (7)4 Sch�atzung der KameraparameterWeitere Kreis
�achen mit bekannten Radien im Raum, die nicht konzentrisch zu-einander liegen, sind zus�atzliche Einschr�ankungen f�ur die Lagesch�atzung. Auf dieAnnahme gegebener externer Kameraparameter kann verzichtet werden, wennmindestens zwei komplanare Kreis
�achen oder Kreis
�achen mit bekannten Re-lativpositionen auf mindestens zwei Bildern aufgenommen sind. F�ur eine Stereo-kamera resultiert dies in sechs zus�atzlich zu sch�atzenden Kameraparametern imVektor a. Die Lage einer zweiten komplanaren Kreis
�ache, d.h. einer Kreis
�achemit gleicher Kreisnormalen, fordert die Sch�atzung von drei zus�atzlichen Transla-tionsparametern. [Ma 93] zeigt, da� f�ur zwei komplanare Kreis
�achen die L�osungschon aus einem Bild eindeutig ist. Die Anpassung von zwei Modellkreis
�achenan je zwei Bildellipsen liefert 20 einschr�ankende Terme f�ur 14 Lageparameter,d.h. aus einem Stereobild sind gen�ugend Einschr�ankungen f�ur die eindeutigeSch�atzung der Lage und der externen Kameraparameter vorhanden.Die Sch�atzung der Lage zweier Kreis
�achen mit bekannter relativer r�aumlicherLage ist ebenfalls �uberbestimmt. [Han & Rhee 92] zeigen, da� eine Kreis
�ache,ihr Mittelpunkt und ein weiterer Punkt mit bekanntem Abstand vom Kreismit-telpunkt als Kalibriermuster zur Bestimmung der externen Kameraparameterf�ur eine Kamera ausreichen. Eine zus�atzliche Kreis
�ache mit bekannter relativerLage restringiert st�arker als ein Punkt mit bekanntem Abstand zum Kreismit-telpunkt. Die Verwendung eines Stereobildes erh�oht die Robustheit der L�osung.Die Modellierung der relativen r�aumlichen Lage schreibt allerdings die Lage bei-der Kreis
�achen eindeutig vor, so da� jetzt sechs Parameter die 3-D Lage derKreis
�achen bestimmen.Sei B die Menge der Bilder einer Szene, f�ur ein Stereobild ist jBj = 2. F�urN Kreis
�achen abgebildet in jBj Bildern ist die Modellanpassung an N � jBjBildellipsen als Summe der Einzelanpassungen realisiert,K(a) = NXi=1 Xj2B �ebji � Pbjoi(a;koi )�T ���1 � �ebji �Pbjoi (a;koi)� : (8)



Restriktionen, wie gleiche Kreisnormalen oder die bekannte relative Lagevon Kreis
�achen, sind im Parametervektor a geeignet zu modellieren. Die

Abb.2.: a) Szene aus Objektenmit kreisf�ormigen L�ochern unddie projizierten Modelle der re-konstruierten Objekte. b) Sei-ten- und c) Frontalansicht derrekonstruierten Szene.

Rekonstruktion erfolgt in zwei Schritten. Zuerstwird die Lage jedes Modells einzeln zur Ermitt-lung guter Startwerte f�ur die Szenenrekonstruk-tion an die korrespondierende Bildellipse(n) an-gepa�t. Als Startwerte f�ur die externen Kame-raparameter werden �ubliche, beobachtete Wer-te verwendet. Auf eine vorherige Sch�atzung die-ser Parameter aus den Stereokorrespondenzenwird verzichtet, da die Wahl der Startwerte die-ser Parameter sich als unkritisch gezeigt hat. Imzweiten Schritt wird die Kostenfunktion (Gl. 8)f�ur alle detektierten Bildellipsen in allen Bildernminimiert.5 ErgebnisseDie G�ute der Lagesch�atzung einer einzelnenKreis
�ache ist stark von den Ergebnissen derKamerakalibrierung abh�angig. Daher ist dieQualit�at der Lagerekonstruktion schwer von derQualit�at der Kalibrierung zu trennen. Die vor-gestellten Ergebnisse verwenden die bekannterelative Lage oder die Komplanarit�at von Kreis-
�achen und setzen nur bekannte Bildweiten vor-aus. Diese sind mit einem Kalibrierverfahrennach [Tsai 85] gesch�atzt. Die externen Kamera-parameter werden, wie in Abschnitt 4 beschrie-ben, gesch�atzt.Abbildung 2a) zeigt eine Szene aus Objektenmit kreisf�ormigen L�ochern und die Anpassungder Objektmodelle an die Bildellipsen. F�ur dieModellanpassung wurden aufgrund der besse-ren Detektierbarkeit nur die Bildellipsen derL�ocher verwendet. Die dargestellte Szene wurdevor der Bildaufnahme vermessen. Bei den Ob-jekten handelt es sich um Holzspielzeug, nichtum Pr�azisionswerkst�ucke, daher liegen Messun-genauigkeiten durchaus im Bereich von �1mm.In Tabelle 1a) und b) ist ein Vergleich derRekonstruktionsergebnisse mit den vorliegenden Objektabst�anden d und Win-kelabweichungen der Fl�achennormalen �� zusammengestellt. Tabelle 1a) zeigtdie Ergebnisse der Szenenrekonstruktion bei Ausnutzung der bekannten relati-



ven Lage der beiden sichtbaren Lochellipsen des W�urfels. Die Abweichung derObjektabst�ande �d liegt unter 6% von den gemessenen. Die Winkelabweichung�� ist weniger als 10�. Die Ergebnisse sind stark von der Genauigkeit der Bil-dellipsen abh�angig. Eine daf�ur spezielle Auswahl der Bilder wurde vermieden.a) Objekte ��[�] d[mm] �d[mm] �dd [%]1, 2 2.3 81.2 2.0 2.51, 3 8.0 82.3 1.5 1.81, 4 9.8 101.8 3.5 3.41, 5 6.3 144.0 3.8 2.61, 6 9.0 110.1 2.8 2.62, 3 7.1 51.5 2.9 5.62, 4 8.3 142.3 5.4 3.82, 5 2.3 113.2 5.3 4.72, 6 6.1 117.8 4.7 4.03, 4 3.1 100.0 2.6 2.63, 5 5.0 67.9 2.6 3.93, 6 2.9 67.4 1.8 2.64, 5 6.2 110.5 2.1 1.94, 6 2.2 50.4 1.0 1.95, 6 4.0 60.1 1.2 2.0 b) Objekte ��[�] d[mm] �d[mm] �dd [%]1, 2 2.8 81.2 3.2 4.01, 3 9.0 82.3 3.3 4.11, 4 9.0 101.8 5.6 5.51, 5 9.0 144.0 7.4 5.11, 6 9.0 110.1 5.8 5.32, 3 7.1 51.5 4.2 8.12, 4 7.1 142.3 7.3 5.12, 5 7.1 113.2 8.5 7.52, 6 7.1 117.8 7.1 6.03, 4 0.0 100.0 3.4 3.43, 5 0.0 67.9 4.5 6.63, 6 0.0 67.4 2.9 4.34, 5 0.0 110.5 3.0 2.74, 6 0.0 50.4 1.4 2.85, 6 0.0 60.1 1.6 2.7Tabelle1.: Abweichung �d der gemessenen Objektabst�ande d von den rekonstruier-ten und Abweichung �� zwischen gemessenen und rekonstruierten Fl�achennormalenin der Szene aus Abb. 2a). Objekt 1 ist der W�urfel, Objekt 2 die stehende Scheibe,Objekt 3 die hintere Buchse, Objekt 4 die vordere rechte Buchse, Objekt 5 die 
achelinke Scheibe und Objekt 6 die hohe mittlere Scheibe.a) Rekonstruktion unter Ausnutzung der bekannten relativen Lage der W�urfelellipsen.b) F�ur die Rekonstruktion wurde die Komplanarit�at der kleinen Scheiben und derBuchsen sowie die bekannte relative Lage der W�urfelellipsen verwendet.In einem zweiten Versuch wurde auch die Komplanarit�at, d.h. die gleichen Kreis-
�achennormalen, der vier auf der Arbeits
�ache liegenden runden Objekte model-liert. Die Rekonstruktion hat sich dadurch eher verschlechtert. Tabelle 1b) zeigtdie Ergebnisse. In diesem Fall hat die Hinzunahme der Einschr�ankungen, diem�oglicherweise den verrauschten Daten nicht entsprechen, die Rekonstruktions-ergebnisse nicht verbessert. Dieses ist Gegenstand weiterer Untersuchungen.6 Zusammenfassung und AusblickDie perspektivische Projektion bildet Kegelschnitte auf Kegelschnitte ab. Jedochist nicht gew�ahrleistet, da� die Triangulation von Bildellipsen, die die Projek-tion einer Kreis
�ache sind, bei verrauschten Daten zu einer Kreis
�ache f�uhrt.Daher unterscheiden sich Verfahren zur Sch�atzung der dreidimensionalen Lagevon Kreis
�achen von Rekonstruktionsverfahren polyedrischer K�orper. LineareVerfahren zur Kreis
�achenrekonstruktion sind schlecht mit modellbasierten ite-rativen Rekonstruktionsverfahren verbindbar.Das hier vorgestellte iterative Verfahren sch�atzt die dreidimensionale Lage vonKreis
�achen durch Modellanpassung an Bildellipsen in mindestens zwei Bildern,



z.B. einem Stereobild, unter Ausnutzung projektiver Invarianten. F�ur mindestenszwei komplanare Kreis
�achen oder Kreis
�achen mit bekannter relativer r�aum-licher Lage k�onnen so auch die externen Kameraparameter gesch�atzt werden.Dieses Verfahren kann leicht in ein modellbasiertes Verfahren zur Lagesch�atzungpolyedrischer K�orper integriert werden. Auch eine Erweiterung von Kreis
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