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1 Einleitung

Die Bildsegmentierung ist heute noch immer ein Problem in der Bildverarbeitung das nicht
in vollster Allgemeinheit gelost ist. Das Ziel der Segmentierung ist ,,zusammengehdrende
Bereiche' in einem Bild zu finden, um Objekte vom Hintergrund zu trennen.

Dieser Artikel untersucht das erstmalig in [Kas87] vorgeschlagene Modell fiir die Segmen-
tierung mittels aktiver Konturen. Die Segmentierung wird dabei mit Hilfe eines physika-
lischen Modells realisiert. Dieses Modell fiihrt virtuelle Energien ein. Dabei markiert eine
Kurve mit minimaler Energie die Kontur eines Objekts im Bild. In der Originalarbeit, noch
in den Arbeiten zur Ergdnzung [Coh92, Coh93, Bla00, Ley93] wird dabei das Problem der
Randbedingungen analysiert. Dabei werden wir zeigen, dass bei unzulédssigen Randbedin-
gungen scheinbar Widerspriiche entstehen konnen. Deswegen erfolgt eine Herleitung, wel-
che Arten von Randbedingungen mit der Theorie konform gehen.

2 Das Modell der aktiven Konturen

Eine aktive Kontur ist eine zweidimensionale Kurve k(z(s), y(s)), die unter dem Einfluss
verschiedener virtueller Krifte steht. Gesucht ist die Lage in der die Gesamtenergie ein
lokales Minimum annimmt. Die Gesamtenergie hat die Form
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Die Energie E ., hat dabei einen bestimmten Aufbau, sie besteht aus Dehnungs-, Biege-
und Bildenergie, die nun kurz erldutert werden.
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Dehnungs- und Biegeenergie werden als innere oder interne Energie bezeichnet. Sie sind
umso grofer, je stirker die Kurve gedehnt bzw. verbogen ist.



Die Dehnungsenergie I/; und die Biegeenergie £, wird folgendermallen definiert:
b
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Die Dehnungsenergie hingt im wesentlichen von der ersten Ableitung der Kurve ab, die
Biegeenergie von der zweiten. Die Parameterfunktionen «/(s) und (3(s) gewichten die Kom-
ponenten.

Die Bildenergie besteht aus einem Potential, das aus den Bildmerkmalen bestimmt wird.
Fiir die Festlegung des Potentials aus dem Bild gibt es unterschiedliche, problemabhéngige
Definitionen. Exemplarisch sei hier ein Potential fiir die Detektion von Linien und Kanten
angegeben:

€p,Linien = —[(SC, y) €p,Kanten = — HVI(ZL‘, y)H (3)

Die aktive Kontur kann als ein idealisiertes Band mit physikalischen Eigenschaften angese-
hen werden. Sie zieht sich zusammen wie ein Gummiband (Dehnungsenergie), verhilt sich
wie ein elastischer Stab (Biegeenergie) und besitzt ein Eigengewicht, durch das sie in die
Tiler der Potentialfliche gezogen wird. Das Band kommt dort zum liegen, wo seine Gesamt-
energie ein (lokales) Minimum annimmt. Eine solche Lage existiert immer und ist beziiglich
des Modells zur Segmentierung optimal. Die Segmentierung mit aktiven Konturen bedeutet
also die Suche nach einer Minimalkurve fiir das Funktional (1).

3 Randbedingungen fiir aktive Konturen

3.1 Beispiel fiir nichtkonforme Zusatzbedingungen

Im Beispiel wird gezeigt, dass unzulédssige Bedingungen zu Widerspriichen fiihren.

Es wird das einfache Potential e, = 2% + y? verwendet. Dariiber hinaus soll o und /3 nicht
von s abhidngen. Damit lauten die Euler-Gleichungen gemal (16):

—ax”(s)+ B2""(s) + 2x(s) =0
—ay”(s) + By™(s) +2y(s) =0 )

Es ergeben sich also zwei entkoppelte, gewohnliche, lineare, homogene Differentialglei-
chungen 4. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Diese konnen analytisch gelost werden.

Sind die Koeffizienten Ay, ..., A4 alle verschieden, so hat die Losung die Form

z(s) = c1eM® 4 e + c3e™t 4 e,

y(s) = die® 4 dpe’?® + dse® + dye. (5)
Unbekannt sind noch die Konstanten cy, . .., ¢4, dy, . . ., d4. Fiir ihre Bestimmung kann man

prinzipiell, losgeldst vom urspriinglichen Problem, verschiedene Bedingungen festlegen. In
unserem Beispiel soll gelten:

2(0)=1, z(1)=1, x(135/360) = —1/v2,  x(225/360) = 1/v/2
y(0)=1, y(1)=1,  y(135/360)=1/v2,  y(225/360) = —1/v2. (6)
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Als eindeutige Losung des Differentialgleichungssystems (4) ergibt sich fiir die Parameter
a = [ = 1/100 eine Kurve k3 deren Verlauf in Abb. 1 zu sehen ist. Die Kurve erfiillt die

Abbildung 1: Die Losungskurve der Euler-Gleichungen unter den Zusatzbedingungen und
zum Vergleich der Einheitskreis

Euler-Gleichungen und die Zusatzbedingungen. Sie ist aber nicht die Kurve mit kleinster
Gesamtenergie, denn im Vergleich mit dem Einheitskreis k; = (cos(27s), sin(27s)), der
ebenfalls (6) erfiillt, gilt: Ey.,(ks) ~ 13,17 und E,.,(k;) ~ 8,99. Die Kurve k3 ist somit
nicht die mit kleinster Gesamtenergie sein. Aus den physikalischen Uberlegungen folgt aber,
dass eine solche existieren muss. Und existiert sie, so erfiillt sie auch die Euler-Gleichungen.
Es gibt aber mit diesen Bedingungen nur eine Kurve, die die Euler-Gleichungen erfiillt,
ndmlich k3 und diese ist keine Minimalkurve. Es ergibt sich ein scheinbarer Widerspruch.

3.2 Notwendige Bedingungen fiir periodische Kurven

Wie das Beispiel zeigt sind Zusatzbedingungen nicht beliebig wihlbar. Ziel ist es notwen-
dige Bedingungen inklusive konformer Zusatzbedingungen herzuleiten. Zunichst soll hier
auf periodische Kurven eingegangen werden, da diese fiir die Anwendung in der Bildver-
arbeitung die groflere Bedeutung haben. Spiter werden Bedingungen fiir nichtperiodische
Kurven abgeleitet.

Zunichst einige Konventionen: das Parameterintervall fiir die Kurve &(s) sei [a, b] und es
sei die Periode T" := b — a, Cy4[a, b] sei die Menge der auf [a,b] 4 mal stetig differenzierbarer
Funktionen. AuBlerdem gelte

P(T) := {w € Cyla,b] : w,w" werden auBerhalb [a, b] periodisch fortgesetzt mit Periode T'}.
Die Kurve soll periodisch sein und einen glatten Ubergang am Rand haben, d. h.
z(a) = x(b), a'(a) =2'(b), yla)=y(b), y'(a)=y'b).

Gegeben sei nun die Variationsaufgabe

I(z(s), y(s)) = /F(%(S),y(S),w'(S),y'(S),33”(8),2/”(8))615 — min. @)



Dabei sei F 4 mal stetig differenzierbar und

x € Dy = {w € P(T) und evtl. weiteren Randbedingungen fiir die x-Komponente }
y € Dy = {w € P(T) und evtl. weiteren Randbedingungen fiir die y-Komponente}.

Man bildet nun eine Hilfsfunktion ®(eq, €5) mit
b

D€y, 69) = /F(:po + €101, Yo + €209, Ty + €101, Yh + €205, Ty + €107, Y4 + €205 )ds  (8)

a

Sind zg € D1, yo € Dy Minimalkurven, so miissen die partiellen Ableitungen nach €; und
€5 der Hilfsfunktion ® an der Stelle (e, e2) = (0,0) fiir alle moglichen v; € Vi, vy € Vs
verschwinden. Dabei ist V; und V5 so zu wihlen, dass gilt Ve, e5 € R : Vo € Vi, vg € Vit
r = x9+ €vy € Dy Ay = yo + €uy € Dy. Die partielle Ableitung von ¢ an der Stelle
(0,0) lautet fiir €;ieses Abschnitts' nach partieller Integration einiger Summanden:

8<I) b d d2
8—61‘(6162 =(0,0) f d 2F ]'U1d8—|—

d d 1°
|:Fx’vl - (£F$/) * U1 +Fm”£vlj| (9)

Dieser Ausdruck muss fiir alle v; € Vi, v, € V; gleich Null werden, also insbesondere auch
fiir die v; mit
v1(a) = vi1(b) = vy(a) = vi(b) = 0. (10)

So ist der zweite Teil von (9) automatisch erfiillt. Aus dem ersten Teil ergeben sich mit
Hilfe des Fundamentallemmas der Variationsrechnung die Euler-Gleichung als notwendige
Bedingung fiir eine Minimalkurve:

d d?

F,——F,+—F»=0 11

ds + ds? (b

Zusitzlich muss natiirlich noch der zweite Teil fiir all jene Variationen v, gelten, falls (10)

nicht gilt:
b

d d
Fxlvl — %Fx’ - U1+ qu%vl =0 (12)

Es miissen also stets die Euler-Gleichungen erfiillt sein und unabhéngig davon der 2. Teil
von (9).

Satz 1

Die Werte fiir 2:(s),y(s), 2'(s),y'(s) sind am Rand des Parameterintervalls [a, b] bekannt.
Gegeben ist dann das Variationsproblem (7) auf der Menge der zulédssigen Konkurrenzfunk-
tionen und der Menge der zulissigen Variationen

v(s) € Dy = {w e P(T) :wla) = w(b) = z,,u/(a) = u/

w(
y(s) € Dy ={we P(T): w(a) = w(b) = yp, w'(a) =
Vi=V,  ={weP(T): wla)=wb) = () w'(b) = 0}.

a

!'Alle folgenden Uberlegungen lassen sich analog fiir €3 bzw. y durchfiihren und werden deswegen nicht
explizit aufgefiihrt



Nimmt das Funktional I(x(s),y(s)) fiir die Funktionen (x,yo) € D; x Dy ein lokales
Minimum an, so sind die Euler-Gleichungen

d d?
Fy— —Fy+—Fu =0
ds + ds?
d d?
Fy - %Fy/ + @Fy// — 0 (13)

fiir xq, yq erfiillt.

Beweis: Euler-Gleichungen klar ; der zweite Teil (12) von (9) ist automatisch erfiillt.

Satz 2

Die Werte fiir x(s), y(s) sind am Rand des Parameterintervalls [a, b] bekannt. Gegeben ist
dann das Variationsproblem (7) auf der Menge der zulissigen Konkurrenztunktionen und
der Menge der zulidssigen Variationen

z(s)e Dy ={weP(T):wl)=w
y(s) € Dy ={we P(T):w(a) =w() = yp}
Vi=Vy ={weP(T):w)=w

Nimmt das Funktional aus (7) fiir die Funktionen (¢, yo) € D1 X D, ein lokales Minimum
an, so erfiillen sie die Euler-Gleichungen (13). Zusitzlich miissen aber noch zwei weitere
Randbedingungen ertiillt sein, die hier als 1. natiirlich periodische Randbedingungen be-
zeichnet werden:

Fx” |s:b: Fx” |s:a Fy” |s:b: Fy” |s:a

Beweis (fiir x(s) — y(s) analog): Euler-Gleichungen klar; da v; € V; ist vereinfacht sich (12)
Zu:
[Fantf]y =0 (14)

Satz 3

Die Werte fiir x(s), y(s) sind am Rand des Parameterintervalls [a, b| nicht bekannt. Gegeben
ist dann das Variationsproblem (7) auf der Menge der zuléssigen Konkurrenzfunktionen und
der Menge der zulidssigen Variationen

x(s) € Dy =P(T), y(s)€ Dy=P(T) Vi =Vo=P(T) (15)

Dann gilt: nimmt das Funktional I(x(s),y(s)) fiir die Funktionen (z¢,vyo) € D; X Dy
ein lokales Minimum an, so sind die Euler-Gleichungen (13) und die 1. natiirlich periodi-
schen Randbedingungen (14) erfiillt. Zusétzlich miissen noch zwei weitere Randbedingun-
gen erfiillt sein, die 2. natiirlich periodische Randbedingungen:

d d d d
F/——F// :F/——F// F/——F// :F/——F//
[w dsx} [m d mL:a’ [x dsx] [w dsm}

s=b s s=b

s=a

Beweis (fiir x(s) — y(s) analog): Euler-Gleichung klar und 1. natiirlich periodische Rand-
bedingung folgt aus Satz 2. Weiter muss die Bedingung (12) aber auch fiir alle v{(a) =
vi(b) =0, wvi(a) =wv(b) # 0 gelten.



3.3 Berechnung der notwendigen Bedingungen fiir aktive Konturen

Da F' bei der Bildsegmentierung die spezielle Gestalt (1) besitzt, konnen die notwendigen
Bedingungen explizit berechnet werden. Fiir die Euler-Gleichungen gilt:

d , d? " de
~ ()2 () + 25 B()2" () + 2 =0
d d? 0
50 )+ 506" () + G2 =0 (16)

Fiir die 1. natiirlich periodischen Randbedingungen gelten:
"(a) = 2" (b) y"(a) =y"(b) (17

Gilt fiir die Parameterfunktionen a(a) = a(b), B(a) = 5(b), '(a) = ['(b), so lauten die 2.
natiirlich periodischen Randbedingungen:

2" (a) = 2" (b) y"(a) = y"(b). (18)

Aus den Sitzen 1 bis 3 ergeben sich Konsequenzen fiir die Bildsegmentierung mit aktiven
Konturen. Offensichtlich kann die Losung der Euler-Gleichungen, die zunédchst noch unbe-
kannte Parameter enthilt, nicht durch beliebige Zusatzbedingungen eindeutig gemacht wer-
den. Vielmehr diirfen nur spezielle Randbedingungen verwendet werden. Dabei gibt es die
Moglichkeiten Funktionswerte am Rand des Parameterintervalls und/oder Ableitungswer-
te vorzuschreiben. Sind keine Informationen iiber das Verhalten am Rand bekannt, miissen
stattdessen die natiirliche Randbedingungen erfiillt sein, damit eine notwendige Bedingung
fiir eine Minimalkurve entsteht.
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